1. RIEMANNUV INTEGRAL
1.1. Motivace a definice.

Priklad 1.1. Pfepravni spolecnost mé pronajaty sklad pro uskladnéni
uhli, které rozvazi spotfebitelim. Sklad si za tischovu jednoho kg uhli
uctuje p K¢ za jednu casovou jednotku. Urcete cenu P, kterou je tieba
zaplatit za obdobi od a do b, je-li ve skladisti uloZeno m(t) kg uhli, kde
t je Cas.

Uvahy budeme provadét pro funkce omezené na intervalu (a,b), tj.
pro takové funkce f pro které existuje M > 0, takové ze plati

f(2)| < M,z € (a,b).
Definice 1.1. Necht (a,b) je uzavieny interval. Déleni intervalu {(a, b)
je kone¢nd mnozina bodi D = {xg,x1,...,z,}, kterd spliiuje
a=T] < Ty < -+ <x, =0

Prvky mnoziny D nazyvame délici body intervalu (a, b). Interval (z;_1, x;),i €
{1,2,...,n} nazyvame i— ty interval déleni. Déleni D' nazgyvame zjem-

nént déleni D, je-li D C D', tj. kazdy délici bod déleni D je délicim
bodem déleni D'.

Definice 1.2. Necht f : R — R je definovand a omezend na inter-
valu (a,b). Necht je D déleni intervalu (a,b). Horni soucet funkce f
vzhledem k déleni D je ¢islo

?(f, D)= Z M;(z; — w51),
i=1
kde
M; = sup{f(x)|r;.1 <z < x;}.

Dolni soucet funkce f vzhledem k déleni D je ¢islo

§(f, D) = Zmz(% - %71)7

kde
m; = inf{ f(z)|r;1 <z < a;}.

Existuje mnoho déleni D intervalu (a,b,). Uvazujme tedy mnoZinu
vSech hornich souc¢tt vzhledem k prislusnym délenim

H = {S(f, D)|D je déleni (a,b)},
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Ztejmeé plati
S(f,D)>m) (x;—wi1) =m(b—a),
=1

kde m je dolni zavora funkce f omezené na (a,b). To znamend, Ze
mnozina hornich souc¢tt je zdola omezena a existuje nejvétsi dolni mez
téchto soucti. Cislo

S =infH

budeme nazyvat horni Riemanniv integral funkce f. Dale mizeme po-
dobné uvazovat mnozinu vSech dolnich souc¢tlt vzhledem k prislusnym
délenim intervalu (a, b), kterou oznac¢ime

D = {S(f,D)|D je déleni (a,b)}

Ztejmé plati

S(f,D) <MY (x;— 1) = M(b—a),

=1

kde M je n&jaka horni zdvora omezené funkce f na (a,b). To znamena,
ze mnozina dolnich souctii je shora omezend a existuje nejmensi horni
mez téchto soucti.Cislo

S =supD

budeme nazyvat dolni Riemanniv integral funkce f.

Definice 1.3. Rikame, 7e f : R — R definovani a omezena na inter-
valu (a, b) je Riemannovsky integrovatelna na (a,b) pravé tehdy, kdyz

S=5.
Kratce to budeme zapisovat jako
f(z) € R(a,b).

Spole¢na hodnota se pak nazyva Riemannuv integrdl a znaci se

(R) / ()

coz budeme jednoduse zkracovat jako

[ s



1.2. Existence Riemannova integralu.
Véta 1.1. Necht f : R — R je omezend na {(a,b) a D' je zjemnéni
déeleni D daného intervalu, pak

S(f,D) < S(f,D') <5(f,D'") < S(f,D).
Véta 1.2. Je-li f: R — R omezend na (a,)b a jsou-li D1 a Dy libo-
volnd délent intervalu (a,b) plati

S(f.D1) < S(f, D).

Véta 1.3. Je-li f : R — R definovand a omezend na {a,b), pak S < S.

Véta 1.4. Necht f : R — R je definovand a omezend na (a,b). Pak
f € R(a,b) prdvé tehdy, kdyZ pro libovolné ¢ > 0 existije déleni D,
intervalu {(a,b) takové, Ze
§(f7D6) _ﬁ(vaa) <E

Véta 1.5. Je-li f monotonni na {(a,b), pak f € R(a,b).
Definice 1.4. Funkce f definovand na (a,b) je stejnomérné spojité,
jestlize

Ve > 030 > 0Vx,y € (a,b) : (Jlr —y| <0 = |f(x) — f(y)| <e).
Véta 1.6. Necht f je definovand a spojitd na {(a,b). Pak f je na (a,b)
stejnomeérné spojita.
Véta 1.7. Necht f je spojitd na {(a,b). Pak f € R(a,b).
Véta 1.8. (Vlastnosti Riemannova integralu ) Necht f, g € R(a,b),
pak
1 fb[ f(x) + Bg(x)]dr = ozf f(z dx +ﬁfabg(x)dx
[P fx)de = [€ f(x)da + [° f(z)de, a<e<b,
je-li f(x) < g(w) na (a,b), pak f: f(@)dz < [ g(x)da
) f@)dz| < [7|f(z)|dz.

Poznamka: Necht [ € R(a, b) a z € (a,b), pak podle ¢asti (2)
predchozi véty je také f € R(a,x) a predpisem

0= [t

je na intervalu (a, b) definovana funkce, polozime jesté

-/ (bt =
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Véta 1.9. Necht f € R(a,b) a F(x f f(t)dt, pak F je spojitd na
(a,b).
Véta 1.10. Necht [ je spojitd na (a,b), pak F(x) = [ f(t)dt, je

diferencovatelnd na {(a,b), a plati F' = f. Tedy F je pmmztwm k f.

Véta 1.11. (Newton-Leibnizova) Necht f je spojitd na (a,b) a F
je libovolnd primitivni funkce k f na tomto intervalu, pak

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Véta 1.12. (Metoda per-partes) Necht F' a G jsou spojité diferen-
covatelné funkce na {(a,b), pak

/ F(2)g(z)dz = [F(2)G()] — / f(2)G(z)dz

Véta 1.13. (Metoda substituce) Necht f je spojitd na {(a,b) a
spojité diferencovatelnd na {(«, 3). Pak

/ f()de = / (f 0 9)(t)g (1),
kde g(a) = a a g(5) =

Definice 1.5. Funkce f se nazyva po ¢astech spojita na (a, b), jestlize
existuje déleni D, D = {xg, z1,...,x,} intervalu (a, b) a spojité funkce
fi definované na (x; 1, x;) takova, ze f(x) = fi(x) prox € (x;_1,1;),i =
1,2,...,n

Definice 1.6. (Nevlastni integral 1. druhu) Necht je funkce f ome-
zena na (a, 00) a R-integrovatelnd pro libovolné b > a. Jestlize existuje

vlastni ,
blim / f(z)dz

/aoo f(z)dz

konverguje. V opa¢ném pripadé fikdme, ze dany integral diverguje.

Definice 1.7. (Nevlastni integral 2. druhu) Necht f je definovana
na (a,b) a je R-integrovatelnd na (a + ,b) pro 0 < e < b — a. Jestlize
existuje

fikame, ze

b

lim f(z)dz

e—0F a+te

iikdme, Ze fab f(x)dz konverguje.



